CHUYEN DE 12: BA PIEM THANG HANG
1. Kién thirc co ban:

Phuong phap 1: Tién dé O’clit: Qua mét diém A nam ngoai dudng thiang a ké duoc duy
nhat mot dudng thiang song song véi a.

Hé qua: Qua mot diém A nam ngoai dudng thang a ké duoc duy nhat mot duong thang
vudng goc Vi a.

Phuong phap 2: Chirng minh qua mét diém c6 hai dudng thang vubng goc véi 1 duong
thang cho truéc tai diém do.

Phuong phap 3: Chirng minh téng hai goc bang 180° (sir dung tir giac ndi tiép, cac goc
bang nhau...).

Phuong phap 4: Sir dung tinh chat déng quy ciia ba duong cao, phan giéc, trung truc,
trung tuyén...

Phuong phap 5: Chirng minh diém AM + MB = AB thi A thudc doan thang BC. Suy ra
A, B, C thang hang.

Phuong phép 7: Dung tinh chat duong trung truc: Chimg minh cac diém cach déu hai
dau mat cia mot doan thang cho trude thi déu nam trén mot duong thang.

Phuong phép 8: Dung tinh chat tia phan giac: Ching minh 3 diém dé cung cach déu hai
canh cua mot géc.

Phuong phép 9: Sir dung tinh chat duong chéo cua cac tir giac dac biét.
Phuong phap 10: St dung tinh chat dudng kinh va day cung caa duong tron.

Phuong phap 11: Str dung tinh chit hai dudng tron tiép xtc nhau. Poan thang ndi hai tam
cua hai dudng trong va tiép tuyén chung thi vudng gdc véi nhau.

2. Bai tap ap dung:

Bai tap 1: Cho A ABC véi hai trung tuyén BD va CE. Goi M va N theo tht tu thudc cac
tia ddi cuia cac tia EC va DB sao cho EC = EM va DB = DN. Chang minh rang A, M, N
thang hang.

N
Gidi g A .
Tu giac AMBC co:
EA = EB,
EM = EC (gt)
Nén la hinh binh hanh.

Suyra: AM /I BC (1)

Chirng minh tuong tu, ta co:

AN // BC )



Tir (1) va (2) suy ra ba diém A, M, N thang hang (tién dé Ocolit).

Bai tap 2: Cho hinh chir nhat ABCD (AB < CD), ¢6 O 1a giao diém cua hai duong chéo.
Trén tia d6i cua tia CD lay diém E sao cho CE = CD. Goi F la hinh chiéu cua caa D trén
BE; I 1a giao diém cua AB va CF; K 1 giao diém cua AF va BC. Chirng minh rang ba
diém O, K, | thiang hang.

Gial

ABCD la hinh chix nhat nén:

AB =CD, AC = BD va OA =0B = 0C = OD.
Ta c6 CB - Al (vi ABCD 14 hinh chit nhat)

Suy ra CB la duong cao cua A CAI (1)
A FBD vuéng tai F (vi F 12 hinh chiéu cua D Ién A D
BE) co: o
FO la trung tuyén @ng vai canh huyén BD nén
OF:E BD B K c
2

1
Suy ra OF==AC

2 F
A FAC ¢6 FO 1a dudng trung tuyén tng véi canh ' E
AC. ,

[

Ma OF:%AC nén A FAC vuéng tai F.

Suy ra AF - CI hay AF 1a duong cao cia A CAL  (2)

K 1a giao diém cua AF va CB nén tir (1) va (2), suy ra K Ia tryc tdm cua A CAL
Do d6 IK L AC (3)

Mat khéc, tir gidc ABEC co:

AB = CE (cung biang CD) va AB // CE (vi AB // CD) nén Ia hinh binh hanh
Suy ra BE // AC suy ra BF // AC suy ra ABFC la hinh thang.

Lai c6 A FDE vudng tai F, FC 14 trung tuyén ang véi canh DE (vi CD = CE) nén CF =
CD suy ra CF = AB (vi AB = CD).

Suy ra A BAC = A FCA (canh huyén — canh géc vudng)
Suy ra AF = BC.
Hinh thang ABFC c6 hai dudng chéo AF va BC bang nhau nén I hinh thang can.

Suy ra: IAC=ICA = AIACcan tai |



Suy ra 10 1a trung tuyén dong thoi 1a duodng cao.

Hay I0 L AC 4)

Tir (3) va (4) suy ra |, K, O thing hang (dpcm).

Bai tap 3: Cho tu gidc ABCD. Goi M, | va N theo thir ty 13 trung diém cua AB, AC va

CD. Chitng minh ring néu MN = 2P*BChi M, 1, N thing hang va ABCD tré thanh
hinh thang.

Gisi y B
Gia st MN=AD;BC A

Vi MA = MB, IA = IC nén MI la duong trung binh
cua tam giac ABC.

Suy ra: Ml // BC va MI=%BC D" N *

Chirng minh tuong ty ta c6: IN // AD va IN = %AD

Ma MN:AD;BC=%BC+%ADhay MN = MI + IN.

Tir d6 suy ra I nam gitra M va N, hay M, I, N thang hang.
Luc do, ta c6: BC // AD vi cung song song voi MN.

Do d6 ABCD tr¢ thanh hinh thang.

AD+BC

Vay néu MN = thi M, 1, N thang hang va ABCD trg thanh hinh thang.

Bai tap 4: Puong tron tim O va duong tron tim O’ cat
nhau tai A va B.

Goi C, D lan lugt ddi xing véi B qua O va O’. Ching
minh rang C, A, D thang hang.

Giai
Vi C d6i xttng véi B qua O nén O 1a trung diém cua BC.
SuyraBC la

duong kinh cua (0). Tacd OA=0B=0C = %BC nén

tam giac ABC vudng tai A

Suy ra BAC=90"

Chung minh twong tu ta c6: BAD =90°.



Do d6 C, A, D thang hang.

Bai tap 5: Cho hinh binh hanh ABCD. Goi O 1a giao diém cua hai duong chéo; E 1a diém
dbi xang cua A qua B; F 12 giao

diém cua BC va ED; G la giao A B E
diém cua BC va OE; H 1a giao 7

diém cua EC va OF. Chirng minh

rang A, G, H thang hang.

Gial D= C

Vi O 1a giao diém cua hai dudng
chéo AC va BD nén OA=0C

suy ra EO la trung tuyén cua A EAC.

E dbi xang voi A qua B nén B 1a trung diém cua EA.

Suy ra CB la trung tuyén cua A EAC.

G la giao diém cua CB va EO nén G la trong tam cua A EAC (1)

Mat khac, ABCD la hinh binh hanh nén CD // AB, CD = AB

Ma B 1a trung diém cua AE nén suy ra CD // BE, CD = BE.

Do d6 tir gidc BECD la hinh binh hanh.

Tir d6 F 1a trung diém cua hai duong chéo ED va BC cua hinh binh hanh BECD.

Ta c6 OF la duong trung binh caa A CAB nén OF // AB suy ra OH // AE suy ra HE =
HC.

Do d6 AH 14 trung tuyén ciia A EAC 2)
Tir (1) va (2) suy ra A, G, H thang hang (dpcm).

Bai tap 6: Cho hinh binh hanh ABCD. Trén duong chéo BD l4y hai diém E va F sao cho
BE = DF. K¢ EH-L AB, FK L CD (H € AB, K ¢ CD). Goi O la trung diém cua EF.
Chutng minh rang ba diém H, O, K thang hang.

Gial

ViEH-L AB, FK 1 CD va AB// CD nén EH // FK (1)

Xét A HBE va A KDF c6 BE = DF, KDF =HBE, DKF = BHE = 90°
Suy ra A HBE = A KDF (canh huyén — gdc nhon)

Suy ra HE = KF 2



Tur (1) va (2) suy ra HEKF la hinh binh hanh A H

Suy ra trung diém cua EF ciing 13 trung diém cua
HK.

Viy E, H, K thang hang (dpcm). é

Bai tap 7: Cho tt giac ABCD. Cac dudng thang AB
va CD cit nhau tai M, cac duong thang AD va BC cit nhau tai N. Goi I, J, K theo thtr tu
1a trung diém cua BD, AC, MN. Chirng minh rang 1, J, K thiang hang.

Giai

K °C

Goi K’ 1a giao diém cua 1J voi MN.

Goi E, F lan luot 1a chan duong vudng goc ké tir N, M téi duong thang 1J.
D& thidy M, N nam vé hai phia caa 1J.

Taco: Sy =Swe ~Swo ~Swe ~Swa —Soo

1 1
SNlJ = S\IDC _ES\IBD SNAC AIC ESCBD

1 1

SNlJ = SNDC S\IBD ABD 2 SABC - E(SADC ADIC) SCBD

1 1 1
S\“J = SABCD _E( ABD SBCD) ABCD E(SABC + SADC) = ZSABCD

Chtng minh tuong ty ta co: S, , = i ABCD

Do d6 Sw =S hay

%NFJJ:%MEJJ: ME = NF = S, =S

Hai A NKJ va A MKJ c6 chung chiéu cao ha tur J.

Suy ra: NK’ = MK". m b
Ma MK = NK (gia thiét) nén K = K. K
Viy ba diém I, J, K thang hang. N

Bai tap 8: Ba diém A, B, C cling thudc dudng thang a, diém O khéng thudc a. Chirng
minh rang néu ba diém M, N, P théa man hé thic OM

OM ON OP
OA OB OC

Giai m P

thi M, N, P thang hang. A B C .

That vay, theo dinh li Talet dao thi tur g—x _ON o

OB



Suy ra: MN // AB.
Tuong tu MP // AC.
Nhung A, B, C thing hang nén M, N, P thing hang (tién dé Ocolit).

Bai tap 9 (B6 dé hinh thang): Trong hinh thang c¢6 hai ddy khong bang nhau. Ching
minh ring giao diém cua hai duong thang chira hai canh bén, giao diém cia hai duong
chéo va trung diém cua hai day nam trén cung mot duong thang.

Gial
Gia st hinh thang da cho 1a ABCD (AB // CD, AB<CD)c61,J

tuong tng 13 giao diém cua hai duong thang chta |
hai canh va cua

hai duong chéo. A B

Goi M va N lan luot 13 giao diém cua 1J véi AB va

CD.

Do AB // CD nén &p dung hé qua cua dinh i Talet c
ta co: = <
MZ%(ZM] va m%(&} hay

DN CN IN CN DN JN

AM Z%(z Mj

DN CN{ IN

Bai tap 10: Trén mat phang cho n diém (n > 3) va bat ki duong thang nao di qua hai
trong nhitng diém d6 déu chira mot diém di cho. Chang minh rang tat ca cac diém da cho
cling nam trén mot duong thang.

Giai
Gia sur tat ca cac diém khdng ciing nam trén mot duong thang. Qua mdi cap diém da cho

vé mot dudng thang (cd mot sb hiru han dudng nay) va chon khoang cach khac 0 tir cac
diém da cho dén cac duong thang nay.

Gia str khoang céch tir diém A dén duong thiang BC, trong d6
A, B, C 1a cac diém di cho 1a khoang cach nho nhat.

Trén duong thang BC con c6 mot diém D nao do. p A
Tu A ké AQ vudng goc véi BC tai Q.

Hai trong cac diém B, C, D nam cung mot phia ddi
vé6i diém Q, chiang han C va D nhu hinh v&, khi d6
tacd CQ <DQ.

Ha CH vudng géc véi AD tai H.

D& thiy CH < AQ. Piéu nay mau thuan véi viéc chon diém A va duong thang BC.



Tir d6 ta c6 diéu phai chang minh.

Bai tap 11 (Pinh Iy MENELAUS): La mét dinh ly vé cac tam giac trong hinh hoc phang.
Cho tam gidc ABC. Cac diém H, F, G lan luot nam trén AB, BC, CA. Khi d6: G, H, F
AH BF CG

thang hang khi va chi khi: 2= = == =1
HB FC GA c
Chang minh .
Phan thuan: F
Str dung dinh ly sin trong cac tam giac AGH ,
BFH, CGF, ta dugc: N > o H

AH SnAGH BF _sinBHF CG _sinGFC.
GA SnAHG HB snHFB FC snCGF'

(v6i luu y rang siNAGH =sinCGF;SinAHG =sinBHF;sinHFB =sinGFC)
Nhan tirng vé ta dugc diéu phai chitng minh .

Phan dao;

_ Th. S: Pham Ngoc Twéng
Gol F'=GHNBC Facebook: www.facebook.com/2222hn

Tuong tu ta c6 duoc:

AH BF' CG_AH BF CG(__)
HB F'C GA HB FC GA '

BF' BF
Hay —=——suyra F=F'
yF'C FC' Y

Bai tap 1: Cho AABC, dudng cao AH. Trén ntra mat phiang bo AB khéng chira diém C
dung hinh vuéng ABDE ; trén ntra mat phang bo AC khéng chira diém B dyng hinh
vudng ACMN. Dung hinh binh hanh AEIG. Goi K 1a giao diém cua CD va BM. Chung
minh rang bén diém I, A, K, H thang hang.

Bai tap 2: Trén cac canh AB, BC, CD, DA cua hinh vudng ABCD ta lay lan luot cac
diém M, N, P, Q sao cho AM = BN = CP = DQ. Goi O la giao diém cua hai duong chéo.
Chung minh rang M, O, P thang hang.

Bai tap 3: Cho gdc vudng xAy. Mot diém B ¢b dinh trén Ax, con mot diém C chuyén
dong trén Ay. Puong tron noi tiép tam giac ABC tiép xdc véi cac canh AB va AC lan
luot & M va N. Chirng minh rang MN luén di qua mot diém c6 dinh khi diém C chuyén
dong trén Ay.

Bai tap 4: Trong hinh vudng ABCD lay diém E sao cho EBC=ECB=15". Trén nira mat
phang bo CD khoéng chira diém E vé tam giac déu CDF. Chirng minh rang B, E, F thang
hang.



Bai tap 5: Cho hinh thang ABCD, day 16n AB. Puong thang ké tir C song song véi AD
cit BD va AB lan luot tai E va F. Duong thang ké tir D song song véi BC cat AC va AB
lan luot tai P va Q.

Chtring minh riang bén diém M, N, P, Q thang hang.

Bai tap 6:Trén mot duong thang iy bbn diém theo thr tu 14 A, E, F, B. Dung céc hinh
vubéng ABCD, EFGH sao cho chiing nam ciing & mét nira mat phang bo 1a duong thang
d3 cho. Goi O 1a giao diém cua AG va BH. Chitng minh rang :

a) C, O, E thang hang.
b) D, O, F thing hang.

Bai tap 7: Cho hinh binh hanh ABCD. Trén canh BC lay diém E. Ly diém F diém déi
xang véi C qua E. Tir diém F ké Fx va Fy lan luot song song véi AD va AB. Goi | 1a
giao diém cua Fx va AB ; K 1a giao diém cua FI va AD. Chirng minh rang 1, K, E thang
hang.

Bai tap 8: Cho AABC vudng tai A, canh huyén BC = 2AB. Trén canh AC lay diém D sao
cho ABD = %ABC; trén canh AB ldy diém E sao cho ACE= %ACB. Goi F 1a giao diém
cua BD va CE; G va H theo thtr ty 1a cac diém d6i xting cua F qua cac canh BC va AC.
Chtring minh rang:

a) Ba diém H, D, G thang hang.
b) Tam giac EDF can.

Bai tap 9: Cho gdc vudng xOy tam giac. M thudc Ox; A, B thuc Oy. Puong thang di
qua A va vudng goc véi AM cit duong thang di qua B va vudng goc véi BM tai P. Goi H
1a giao diém cua AP véi MB; K 1a giao diém cua AM véi BP; 1, K, E lan luot 14 trung
diém ciia MP, AB va KH. Chang minh rang I, E, N thang hang.

Bai tap 10: Cho hinh vudng EFGH. Mot gbc vudng xEy quay quanh dinh E ¢ canh Ex
cit FG va GH theo tht tu tai M va N, con canh Ey cit cac duong FG va GH theo thi tu
ta P va Q. Goi | va K theo thiz tu 14 trung diém cua PN va QM. Chang minh rang bén
diém F, H, K, | thang hang.

Bai tap 11: Cho tir giac ABCD va mét diém O nam bén trong tir giac sao cho cac tam
giac ABO, BCO, CDO, DAO c6 dién tich biang nhau. Chirng minh rang hoic ba diém A,
0, C thang hang, hoic ba diém B, O, D thang hang.

Bai tap 12: Cho A ABC c6 ba gbc nhon, cac dudng cao BD va CE. Goi I 1a diém thudc
doan BC; H 1a giao diém cua BD va CE; N thudc doan AH ; M thudc doan DE. Chiing
minh rang M, I, N thang hang.

Bai tap 13: Cho hinh vudng EFGH. Mot goc vuong Exy quay quanh dinh E. Canh Ex cat
cac duong thang FG va GH theo thir tu tai M va N; canh Ey cét cac duong thang FG va
GH theo thir tu ¢ P va Q. Goi | va K theo thir ty 1a trung diém ciia PN va QM. Chiing
minh ring 4 diém F, H, K, | thang



hang.

Bai tap 14: Cho xOy =90°. Ly diém M thudc Ox, A va B ciing thuoc Oy. Pudng thang
di qua A va vuodng goc véi AM cat duong thang di qua B va vudng goc voi BM tai P.
Goi H 1a giao diém cua AP va MB; K 1a giao diém cia AM va BP; I, E, N lan luot Ia
trung diém caa MP, AB va KH. Chiing

minh rang I, E, N thang hang.



